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Riemannuv tenzor krivosti: Matematické
srdce zakriveného prostoru

Riemannuv tenzor kFivosti (Casto zkracené jen Riemann(v tenzor) je komplexni matematicky
objekt, ktery ndm presné a kvantitativné rikda, jak moc a jakym zpUsobem je dany prostor (nebo
Casoprostor) zakfiveny.

Predstav si, Ze jsi mravenec pohybujici se po povrchu jablka. Z tvého pohledu se povrch zda lokalné
plochy, ale jakmile zacnesS cestovat na vétsi vzdalenosti, pravidla klasické (Euklidovské) geometrie
prestanou platit. Riemanndv tenzor je nastroj, ktery tomuto mravenci umoznuje z Cisté lokalnich
meéreni zjistit, na jakém tvaru se vlastné nachazi.

Jak krivost vlastné mérime? (Paralelni prenos)

Zakladni myslenka Riemannova tenzoru spociva v konceptu zvaném paralelni prenos.

Predstav si, ze vezmes vektor (Sipku ukazujici urcitym smérem) a pohybujes s nim po uzavrené
smycce tak, abys neustale zachovaval jeho smér vic¢i samotnému povrchu (prenasis ho paralelné).

¢ V plochém prostoru (napf. na stole): Kdyz se s vektorem vratis na vychozi misto, bude
ukazovat pfesné stejnym smérem jako na zacatku.

» V zakriveném prostoru (napf. na povrchu koule): Kdyz se vrati$ na vychozi misto po uzaviené
krivce, vektor bude pootoceny.

Tento Uhlovy rozdil mezi plivodnim a prenesenym vektorem je pfimym dlsledkem kfivosti.
Riemannv tenzor nedéla nic jiného, nez ze tuto odchylku pro jakoukoliv infinitesimalni (nekone¢né
malou) smycku presné matematicky popisuje.

Matematicka definice

Riemanndyv tenzor je tenzor ¢tvrtého radu. V souradnicovém zapisu se obvykle znaci symbolem
<math>R"™\rho_{\sigma\mu\nu}</math> a vyjadruje se pomoci tzv. Christoffelovych symbold
(<math>\Gamma</math>), které popisuji, jak se méni souradnicové osy bod od bodu.

Jeho formalni definice zni:

<math>R”\rho_{\sigma\mu\nu} = \partial \mu \Gamma~\rho_{\nu\sigma} - \partial \nu
\Gamma~\rho_{\mu\sigma} + \Gamma~\rho_{\mu\lambda}\Gamma~\lambda_{\nu\sigma} -
\Gamma~\rho_{\nu\lambda}\Gamma~\lambda_{\mu\sigma} </math>

Kde:
e <math>\partial \mu</math> a <math>\partial \nu</math> znaci parcialni derivace podle

prislusnych souradnic.
» <math>\Gamma</math> jsou Christoffelovy symboly druhého druhu (tzv. konexe).
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Ackoliv tento vzorec vypada hrozive, jeho podstata je logicka: prvni dva Cleny reprezentuji zménu
samotného prostoru, zatimco druhé dva (kvadratické) ¢leny koriguji to, Ze samotné souradnicové
systémy mohou byt ,zakroucené”.

Klicoveé vlastnosti a symetrie

Tenzor Ctvrtého fadu ve 4D Casoprostoru by mél mit teoreticky <math>4"4 = 256</math>
nezavislych slozek. Riemannlv tenzor ma ale silné vnitrni symetrie, které tento pocet drasticky snizuji
(ve Ctyrech dimenzich na pouhych 20 nezavislych slozek):

1. Antisymetrie v poslednich dvou indexech: <math>R”\rho_{\sigma\mu\nu} = -
R™\rho_{\sigma\nu\mu}</math>

2. Antisymetrie v prvnich dvou indexech: (pfi pIné kovariantnim zapisu)

<math>R_{\rho\sigma\mu\nu} = -R_{\sigma\rho\mu\nu} </math>

Symetrie blokd: <math>R_{\rho\sigma\mu\nu} = R_{\mu\nu\rho\sigma}</math>

4. Prvni Bianchiho identita: Cyklickd zaména poslednich tfi indext se rovna nule:
<math>R”\rho_{\sigma\mu\nu} + R™\rho_{\mu\nu\sigma} + R™\rho_{\nu\sigma\mu} =
0</math>

w

Vyznam v Obecné teorii relativity

Riemanndv tenzor je Ustfednim bodem Einsteinovy obecné teorie relativity. Albert Einstein ukazal, ze
gravitace neni ,sila” tahnouci télesa k sobé (jak tvrdil Newton), ale je to iluze zpUsobena tim, ze
hmotna télesa zakfivuji samotny ¢asoprostor.

Z Riemannova tenzoru se daji odvodit jednodussi objekty, které pfimo vystupuji v Einsteinovych
rovnicich pole:

 Ricciho tenzor (<math>R_{\mu\nu} </math>): Vznika Uzenim Riemannova tenzoru
(<math>R_{\mu\nu} = R”™\rho_{\mu\rho\nu} </math>).

» Skalarni krivost (<math>R</math>): Dalsi Gzeni, které dava jediné Cislo pro kazdy bod v
prostoru.

Zatimco Ricciho tenzor popisuje, jak se méni objem shluku volné padajicich ¢astic, pIny Riemann(v
tenzor navic zachycuje slapové sily - tedy to, jak jsou télesa v gravitacnim poli natahovana a
mackana.
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